Anotacija
Nodarbiba tiek aplikoti kompleksi uzdevumi, kuros jasasaista dazadu temu
zinasanas un prasmes rikoties jauna situacija.

Nodarbibas rezultata meistarklases dalibnieki bls ieguvusi zinasanas un
pilnveidojusi prasmes, kas nepiecieSamas, lai risinatu un skaidrotu kompleksus
matematikas uzdevumus. Pieméram, lieto dazadas metodes un stratégijas
uzdevumu risinasana, izvérté uzdevuma atrisinaSanai nepieciesamas

Zinasanas un prasmes.
Kursu tematika apliko:

vektoru izmantosanu uzdevumu risinasana.



VEKTORI TELPA



Lietojumi

* Figuru veida noteiksana

* Lenka starp taisném aprékinasana

* Paralelitates / perpendikularitates pamatosana

* Punkta piederiba taisnei

* Nogrieznu attiecibas iegusana



Formulas

az(ax;ay;az)
Ez(bx;by;bz)
|?i|=\/a,zc+a§,+a§
— 3 —> b
d-b=|d|-|b|-cos<(db) cos (@, b)—l al- b
— al -
a-b=a,b,+a,b,+a,b, a2 = |d|?
ilb © d-b=0
dlb © d=k-b
A(x1; Y15 21)
B(x3;y2; 22)

AB = (X2 —X1;¥2 — Y1522 — Z1)



Figiras veida noteikSana un 1pasibu pamatosana, ja dotas punktu
koordinatas

1. Doti punkti A(3; —1; 2), B(1;2; —4),C(—1;1;2) un D(1; —2; 8). Pieradit, ka ABCD ir

paralelograms!

Aprékinam vektoru koordinatas:

=  AB||DC
DC = (—2;3; —6)
BC=(-2-16) _  geip

Tatad ABCD ir paralelograms, jo ta pretéjas malas ir pa pariem paralélas.




2. Pieradtt, ka Cetrsturis ABCD ir trapece, ja A(—1;2;3), B(2; —1; 1), C(1; —3; —1),
D(-5; 3; 3).

Aprékinam vektoru koordinatas:

AB = (3;-3; -2)

— AB||DC un |AB| # |DC]
DC = (6; —6; —4)

Tatad Cetrsturis ABCD ir trapece, jo ta divas pretéjas malas ir paralélas un dazada garuma.




3. Doti punkti A(7; 2;4), B(4; —4; 2) un C(6; —7; 8). Pieradit, ka ABC ir vienadsanu

taisnlenka trijstaris!

Aprékinam vektoru koordinatas:

AB = (-3;—6;-2)

- |AB| = |[DC| =32 +62+22 =7
BC = (2; —3;6)

Apréekinam vektoru skalaro reizinajumu:

AB-BC=-6+18—-12=0 =  AB LBC
Tatad trijsturis ABC ir vienadsanu taisnlenka trijsturis, jo ta divas malas ir vienada garuma un

perpendikularas.




4. Doti punkti A(—1;3;0), B(1;2;2),C(2;5;1) un D(3; —1; 2). Pieradit, ka Cetrstura
ABCD diagonales ir perpendikularas!

Aprekinam vektoru koordinatas:

AC = (3;2;1)
BD = (2;-3;0)

Aprékinam vektoru skalaro reizinajumu:

AC-BD=6—-6+0=0 =  AC L BD

Tatad Cetrstura ABCD diagonales ir perpendikularas.




5. Aprekinat trijstira ABC lenka B kosinusu, ja A(1; 0; —2), B(0; 2;0), C(—3;0; 6).

lzmantosim formulu:

BA-BC
cos¥B =
|BA| - |BC]
Aprékinam vektoru koordinatas:
BA = (1;-2; -2)
BC = (—3;-2;6)
Lidz ar to
—34+4—-12 11

cos XB =

Vit4+4-49+4+36 21




6. Aprékinat lenki starp kuba diagonali un kuba skaldnes diagonali, ja tas abas iziet no vienas
virsotnes!

Jaaprékina: <ACB

1) Novietojam kubu pirmaja oktanta un pienemam, ka kuba Skautnes garums ir 1 vieniba.
2) Nosakam virsotnu koordinatas: A(1;0;0), B(1;1;0) un C(0; 1; 1).
3) Lai aprékinatu prasito lenki, izmantosim vektoru skalaro reizinajumu:
CA-CB
cos XACB = — p— A |
|cA| - |CB|

4) CA=(1;-1;-1)
5) CB = (1;0;—-1) C(0;1;1)
6) CA-CBE=1-0+1=2
7) |CA|l=vI+1+1=+3

8) |CB|=vI+0+1=+2 /
2 2
3

9) cos<ACB = N A

10) <ACB = arccos\/g

Nl |

0

A(1;0;0) B(1;1;0)



7. Kuba ABCDA,B,C{D, skautnes garums 1 cm. Punkts E ir Skautnes A,B, viduspunkts un K ir
skautnes B,C, viduspunkts. Aprékinat kosinusu lenkim starp taisnéem AE un BK.

1) levieSam koordinatu sistemu, kuras sakumpunkts ir punkta A,
mala AB atrodas uz x ass, mala AD —uz y ass un AA; —uz z ass

Ay D, 2) Uzrakstam punktu koordinatas
E |
& A(0;0;0), B(1;0;0), E(5;0;1), K(1,5;1)
o i “ 3) Aprékinam vektoru koordinatas un garumus:
AL | _ _

,,,,* D Y AE = G, 0; 1) un BK = (O;%; 1)

B ¢ AE|= =L un [BK|="

4 2 2

4) 1zmantojot skalaro reizinajumu, aprékinam prasito:

2(AE, BK) AE - BK 0+0+1 4
COS , = — = = —
|[4E|-|BK|] Y5 ¥5 5

2 2




8. Pieradit, ka romba diagonales ir perpendikularas.

B —_— —_— -
1) Apskatam vektorus AB = aun AD = b
a
2) Ar Siem vektoriem izsakam vektorus, kas atrodas uz
A ¢ romba diagonalém:

AC=AB+BC=d+b

D BD =BA+A4D = -4 + b

3) Aprékinam abu vektoru skalaro reizinajumu:

AC-BD = (d+b)-(—=d+b)=—-d%+b?=—|d|* +|b|*> = -AB> + AD* = 0

4) Taka AC - BD = 0,tad AC L BD un hdzartoarrAC 1 BD




9. Trijsturi jebkuras malas kvadrats ir vienads ar paréjo divu malu kvadratu summu, no kuras

atnemts divkarsots So malu reizinajums ar kosinusu no lenka starp tam:
AB? = BC? + AC? —2-BC - AC - cos <ACB.

Pieradijums C
1) Apskatam vektorus CB un CA.

2) lzsakam AB = AC + CB = CB — CA.
3) lzmantojam vektora skalaro kvadratu, jo tas ir vienads ar vektoram atbilstosa

nogriezna garumu:
AB? = |4B| = AB?

4) Aprekinam skalaro kvadratu cita veida, izmantojot 2) punkta ieguto sakaribu:
AB? = (CB—CA)-(CB—CA) =CB*—CB-CA—CA-CB + CA* =
=CB*+CA>—2-CB-CA=CB?*+CA*>—2-|CB|-|CA| - cos <ACB =
= CB?+ CA*—2-CB-CA-cos<ACB.

5) Apvienojot 3) un 4) punktu, ieglistam
AB? = BC?+ AC?—2-BC - AC - cos <ACB.




10. Pieradit, ka cos(a — ) = cosa cos f + sina sin f5.

Pieradijums
1) Apskatam trigonometrisko rinka liniju un vektorus OB un m,
kas ar Ox ass pozitivo virzienu veido attiecigi lenki § un «.
2) lzmantojot trigonometrisko funkciju definicijas, ieglistam, ka
A(cosa;sina) un B(cosf;sinf).
3) Aprékinam vektoru koordinatas: OB = (cos B ;sinf) un
04 = (cos a;sin ).
4) Vektoru skalaro reizinajumu aprékinat divos dazados veidos:
o OB-0A =cosfcosa+sinfsina
o OB-0A=|OB|-|0A|-cos«A0B =1-1-cos(a—f) =
= cos (a — f)

5) Tatad esam ieguvusi:

cos(axd — ) = cosacosf +sinasinf.

A(cos a; sin @)

B(cos 3;sin 3)

Y



Kolineari vektori

Definicija. Ja vektori atrodas uz vienas un tas pasas taisnes vai uz paralélam taisném,
tad tos sauc par kolineariem vektoriem.

Teorema. Divi nenulles vektori ir kolineari tad un tikai tad, ja viens no tiem ir otra
reizinajums ar kadu skaitli.

No kolinearitates definicijas izriet Sada apgalvojuma patiesumes:

— —
Punkti 4, B, C atrodas uz vienas taisnes tad un tikai tad, ja vektori AB un AC ir
kolineari.

—> —> —> —>
Lai pieraditu, ka AB un AC ir kolineari, pietiek pieradit, ka AB = k - AC, kur k ir
patvaligs skaitlis.



Taisnes vienadojumes, ja doti divi taisnes punkti
Doti punkti My (x1; ¥1) un My (x2; y2)

1) lzvélamies patvaligu taisnes punktu M (x; y)
2) Apskatam vektorus

MM, = (x; —X1;Y2 — Y1)

MM = (x —x3;y — Y1)

=Y

3) Ta ka M1M| |M1M2> tad to koordinatas ir

proporcionalas
X—x1 Y—Y1
X2 —X1 Y2—01




11. Pieradit, ka trijstura viduslinija ir paraléla trijstura malai, un tas garums ir vienads ar
pusi no Sis malas garuma.

1) Apskatam vektorus CA = @ un CB = b

2) Ar Siem vektoriem izsakam vektorus, kas atrodas uz trijstura
viduslinijas un trijstura malas AB:

AB=AC+CB=-d+b

MN = ~AC+-CB = —2d 425 = ( +b)
. S CB=—zd+5b=7(-a

3) Esam ieguvusi, ka MN = %E (vektori ir kolineari)

4) Tatad MN||AB un MN = > AB



12. Trapeces ABCD pamata malu BC un AD attieciba ir 1:2; punkts £ — sanu malas CD
viduspunkts. Punkts M sadala nogriezni AE attieciba 4:1, skaitot no punkta A. Pieradit, ka
punkts M atrodas uz diagonales BD.

a \ \
b ¢ Pietiks, ja pieradisim, ka BD||[MD
E 1) Apskatam vektorus BC = @un CE = b
M

2) Ar Siem vektoriem izsakam nepiecieSamos vektorus:

BD=BC+CD=dq+2b

—

: , — 1 S 1 N o
MD=ME+ED=§AE+b=§(AD+DE)+b:

2
5
3) Ta ka MD = gﬁ, tad MD||BD unlidzartoM € BD

%

—(2a-bB)+b=-ad+=b==(a+2b)==BD
—S(a— )+ —5a+5 —5(a+ )—




13. Dota slégta lauzta linija ar seSiem posmiem, kas neatrodas viena plakné. Pieradit
sadu apgalvojumu: ja lauztas linijas ik divi pretéjie posmi ir paraléli, tad tie ir ari vienadi.

7 1)AB||[ED = ED=k-AB
BC|[EF = FE=m-BC
L D CD|[AF = AF=n-CD
2) Pec vektoru saskaitisanas likuma:
A AB+BC+CD+DE+EF+FA=0
B AB+BC+CD—k-AB—m-BC—n-CD=0
C (1 —k)AB + (1 —m)BC + (1 —n)CD =0
3) Vektori AB, BC, CD ir nekomplanari (pretéja gadijuma dota slégta lauzta linija
Dots: AB||ED atrastos viena plakné).
BC||EF .
CD||AF 4) Lai tris nekomplanaru vektoru summa butu 0, tad koeficientiem pirms vektoriem
Japierada: AB = ED jabut 0.
BC =EF 5)Tatadl—k=1-m=1-n=0jebk=m=n=1.
CD = AF

6) Lidz ar to esam ieguvusi, ka ED = AB, FE = BC un AF =n-CD.
7) Tatad AB = ED, BC = EF un CD = AF.



14. Dots trijsturis ABC, kuram AB = ¢, BC = aun AC = b. Pieradit, ka medianas, kas
vilkta no virsotnes A, garumu var aprékinat péc formulas m, = %\/sz + 2¢% — a?.

1) Izmantojot AB un AC, izsakam AM = %(AB + AC)

A
2) Aprekinam AM skalaro kvadratu:
] 1 _
AM? =Z(AB2 +2-AB - AC + AC?)
B ¢ 1
M mg = (c® +2-|AB]| - |AC| - cos <BAC + b?)

1
mi = 7 (c? + 2bc cos <BAC + b?)

3) Péc kosinusu teorémas AABC iegistam, ka a® = b? + ¢? — 2bc cos <BAC
4) Lidz ar to

1
m§=1(62+b2+c2—a2+b2)

1
m, = E\/sz + 2¢% — a?




15. Uz taisnlenka trijstura ABC hipotenuzas AB atlikts tads punkts D, ka BD: DA = 3:1.
Aprékinat CD, jaCB = aun CA = b.

1) Apskatam CAun CB

A
D 2) Izmantojot Sos divu vektorus, izsakam
1 1 3 1
CD =CA+ AD = CA+ZAB = CA+Z(—CA+CB) :ZCA-I_ZCB
3) Aprekinam CD skalaro kvadratu:
C B Ry R O T -7
16 * 4 4 * 16

4)Takia CA L CB,tad CA-CB = 0
5) Izmantojot, ka @ = |d|?, ieglstam
9 1

CD? = —p2 4 —q2
162 T 16¢

1
CD = Z\/9192 + a?



16. Izliekta piecstura ABCDE malu AB, BC, CD, DE viduspunkti apziméti attiecigi ar M, P, N, Q, bet
nogrieznu MN un PQ viduspunkti apziméti attiecigi ar K un L. Pieradit, ka KL||AE un KL = %AE.

D
Q “N\ Izsakam KL &etros da¥ados veidos:
1) KMAEQL
2)
3) KNCPL
4) KMBPL

Saskaitot ieglitas vienadibas (preteju vektoru
summa ir 6), ieglstam

4 -KL = AE
Tatad KL un AE ir kolineari vektori, tatad KL||AE
un KL = - AE.




17. 1zliekta Cetrsturi ABCD malu AB un CD viduspunkti ir attiecigi M un N, bet punkti K un L

L. L . BK AL 1 .y . :
dala attiecigi malas BC un AD attieciba 1:2, tas ir, P i iR Nogriezna KL viduspunkts ir S.

Pieradit, ka punkti M, S, N atrodas uz vienas taisnes!

1) Izsakam MS divos daZados veidos:

MS = MB + BK + KS

MS = MA + AL + LS
2) Saskaitot abas vienadibas, ieglistam, ka MS = %(BK + AL)
3) Izsakam MN divos da%idos veidos:

MN = MB + BC +CN
MN = MA+ AD + DN

4) Saskaitot abas vienadibas, iegistam, ka MN = %(BC + AD)

5) Ta ka punkti K un L dala attiecigi malas BC un AD attieciba 1:2, tad
BC = 3BK un AD = 3AL

6) Tatad MN =~ (3BK + 3AL) = > MS

7) Esam pamatojusi, ka MN||MS. Lidz ar to punkti M, S, N atrodas uz

vienas taisnes.




18. Starp trijstira ABC malu garumiem pastav sakariba a® + b? = 5c¢?, kur AB = ¢, BC = aun AC = b.
Pieradit, ka pret malam AC un BC vilktas medianas ir savstarpéji perpendikularas.

C 1) Pietiks, ja pamat05|m ka AA1 BB, =0, jotad AA; 1 BB;.
2) Izmantojot CB=3dunCA = b izsakam
A > 1
L, 1
B BB1:BC+CBlz_a+_b
A 2

3) Aprekinam vektoru skalaro reizinajumu:

A4, BB, = (b +2a i+ 2B)=d-B--b2——a?+-a-b=
1+ BBy = 24 )\ 7T )T T T TP T
5. .1, 1, 5, .1 5. . 5
=1 h—— 2 2=_—>.b__ bZ 2Y —_ 3 h—— 2
R R R i y(b*+af)=ga-b—gc

4)Takia-b =|al- |b| cos C = ab cos C, tad, izmantojot kosinusu teoréemu
2 =a®+b?—2abcosC, |egustam

1
c‘i-b=abcosC=E(a + b?% — ¢?) =E(5C2_C2)=2C2

5) Lidz ar to ieglstam:

a

5 5
AAl'BB1=Z'2C2_§C2=O




19. Pieradit, Sadu apgalvojumu: vienadiba 0C=k-0A4+ (1-k) -O—B), kur O ir brivi izraudzits punkts, ir
nepiecieSamais un pietiekamais nosacijums tam, lai punkti A4, B, C atrastos uz vienas taisnes.

NepiecieSamais nosacijums

Pienemsim, ka izpildas vienadiba
0C=k-0A+ (1 —-k)-OB.

Parveidojot ieguto vienadibu, iegtstam:

0C - 0B =k- (04— 0B);

OC + BO =k - (0A + BO);
BC = k - BA.
Tatad ﬁ‘] |E4) un punkti 4, B, C atrodas uz vienas

taisnes.

Pietiekamais nosacijums

Pienemsim, ka punkti A, B, C atrodas uz vienas
taisnes.

Tada gadijuma BC||BA no ka izriet, ka BC = k - BA.
Parveidojam So vienadibu (O ir brivi izraudzits

punkts):

OC + BO = k- (0OA + BO);

OC — OB =k - (0A — OB);
0C=k-04A+(1—k)-OB.




20. Paralelograma OABC punkti M un N ir malu OC un CB viduspunkti. Nogriezni ON
un AM krustojas punkta P. Aprekinat OP: ON.

1) Apziméjam OC = § un 04 = 3.

2) Pienemsim, ka OP: ON = x.

3) Tad iegtistam, ka OP = x - ON = x - (OC + CN) = x - (c? +%ﬁ)

4) Ta ka punkti P, M, A atrodas uz vienas taisnes, tad iegustam (skat. 19. uzd.), ka
0_P’=k-o_M’+(1—k)-071’=k-%c7+(1—k)-ﬁ.

5) No 3) un 4) iegustam, ka

- x—) k—> —>
x-q+sp=5q+ 1 —-k)-p.

2 2
6) Ta ka vektora izteikSana ar diviem nekolineariem vektoriem ir viennozimiga, tad
k
X ==
2
Z=1-k

2

. . . . 2

7) Atrisinot vienadojumu sistému, iegustam, ka x = -
2

8) Tatad = = 2,
ON 5



21. Dots trijstaris ABC, uz kura malam AB, BC, CA attiecigi atlikti tadi punkti C;, A, By, ka S R

CiB  AiC  BjiA
Pieradit, ka trijstira ABC medianu krustpunkts sakrit ar trijstira A B;C; medianu krustpunktu!

B
A, 1) Punkti A, B, C atrodas uz vienas taisnes, tapéc

0A,=k-0B+(1—-k)-0C.
2) Lidzigi iegustam, ka

OB, =k-0C+ (1—k) - 04;

0C,=k-0A+ (1 —k)-OB.
3) Trijsturu medianu krustpunktus apziméjam ar M; un M.
4) 1zsakot 0—Ml> ar radiusvektoriem, iegustam:

1
OM, = §(OA1 +0B; +0C,) =

1 B — — — — —_— —
=5(k-0B+(1-k)-0C+k-0C+(1—k) 0A+k-04A+(1—k)-0B) =

1 —
= §(OA + OB + 0C) = OM.
5) Esam ieguvusi, ka OM; = OM, tatad punkts My sakrit ar punktu M.

Piezime. Risinajuma tika izmantots fakts, ka trijstira medianu krustpunkta radiusvektors ir visu triju virsotnu radiusvektoru
vidéjais aritmétiskais.



22. lzvéloties uz kuba skautnes virzienu, ieglistam vektoru. Katra vektora garums ir vienads ar kuba skautnes

garumul.
a) Vai var izvéleties virzienu uz visam 12 kuba Skautném t3, lai visu 12 ieguto vektoru summa butu nulles
vektors?

b) Vaivirzienus var izveléties t3, lai visu vektoru summa butu nulles vektors, bet neviena skaldné esoso Cetru
vektoru summa nebutu nulles vektors?

a) Ja, var.
b) Ja, var.

Abos gadijumos vektorus var izvéleties, ka paradits attela.




